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ß óáåæä¸í � ïðîéäóò ãîäû, ìîæåò áûòü, �
äåñÿòèëåòèÿ, � è øêîëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îáðàçîâàíèå áëàãîäàðÿ êîìïüþòåðó ñòàíåò
ñóùåñòâåííî èíûì. Ðîñòêè ýòîãî ïðîöåññà
âèäíû óæå ñåé÷àñ.

Êîãäà â ìàòåìàòè÷åñêîì øêîëüíîì îá-
ðàçîâàíèè èñïîëüçóåøü êîìïüþòåðíûå ïðî-
ãðàììû (à ÿ ýòèì çàíèìàþñü ïî÷òè 20 ëåò),
òî è äåëî ñëûøèøü îò êîëëåã íå÷òî âðîäå:
«âñ¸ ýòî îò ëóêàâîãî, êîìïüþòåð íå ñíèìà-
åò íàøèõ ïðåïîäàâàòåëüñêèõ òðóäíîñòåé, áî-
ëåå òîãî � óâåëè÷èâàåò èõ � ñëèøêîì ìíîãî
íàäî îñâàèâàòü». (Çäåñü è äàëåå ÿ áóäó ãî-
âîðèòü «êîìïüþòåð», à íå «êîìïüþòåðíûå
ïðîãðàììû» èëè «êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåí-
òû» � äëÿ êðàòêîñòè).

Äëÿ óâåðåííîñòè â ñîáñòâåííûõ óáåæ-
äåíèÿõ íóæíà ïëàòôîðìà. Ïîòîìó ÿ ñôîð-
ìóëèðîâàë äëÿ ñåáÿ íåêîòîðûå ïîñòóëàòû.

 Ïåðå÷èñëþ èõ, ñîïðîâîäèâ âåñüìà êðàò-
êèìè ïîÿñíåíèÿìè.

1. ÏÎÑÒÓËÀÒÛ

Ïîñòóëàò 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçî-
âàíèå øêîëüíèêà � ìíîãîãðàííàÿ èíòåë-
ëåêòóàëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Åé ïðèñóùà íå òîëüêî ëîãè÷åñêàÿ êóëü-
òóðà, íî è ïîíèìàíèå, ñîìíåíèå, îòêðûòèå, à
ïîòîìó � èíòóèöèÿ, ïðîñòðàíñòâåííîå ìûø-
ëåíèå, äîãàäêà, ñìåëîñòü ìûñëè� Ïðè ýòîì
äàëåêî íå âñå äîðîãè âåäóò ê óñïåõó, âîçìîæ-
íû çàáëóæäåíèÿ, òóïèêè è, ðàçóìååòñÿ,
îøèáêè.

Íàïîìíþ, ÷òî â ñâîåé îñíîâîïîëà-
ãàþùåé ñòàòüå «Î ãåîìåòðèè» àêàäåìèê

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ãîâîðèë, ÷òî ãåîìåòðèè,
à ïîòîìó è ãåîìåòðè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ,
èçíà÷àëüíî ïðèñóù ýòàêèé «òðåóãîëüíèê»:
ëîãèêà � âîîáðàæåíèå � ïðàêòèêà. È åñëè èç
ãåîìåòðèè âûêèíóòü õîòÿ áû îäíó âåðøèíó
ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî ïîëó÷èì èñêàæ¸ííûé
êóðñ ãåîìåòðèè. Ïðè ýòîì íàèáîëåå çíà÷è-
ìàÿ âåðøèíà â ýòîì «òðåóãîëüíèêå» � âîîá-
ðàæåíèå. È åñëè ïðè èçëîæåíèè ïðåäìåòà
íàäî âûáèðàòü ìåæäó âîîáðàæåíèåì è ëî-
ãèêîé, òî ïðåäïî÷òåíèå íàäî îòäàâàòü ñî-
õðàííîñòè âîîáðàæåíèÿ.

Ïîñòóëàò 2. Ìàòåìàòèêà � íàóêà ýê-
ñïåðèìåíòàëüíàÿ.

Ýòà òî÷êà çðåíèÿ õîðîøî èçâåñòíà, â ÷à-
ñòíîñòè, å¸ ïðîïàãàíäèðîâàë àêàäåìèê  Â.
Àðíîëüä.

Ïîñòóëàò 3. Êîìïüþòåð äëÿ øêîëüíî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ � òî
æå, ÷òî ïðèáîð äëÿ ôèçèêè.

Òåì ñàìûì î÷åâèäíî, ÷òî êîìïüþòåð �
ïðèáîð, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âåä¸òñÿ íàáëþ-
äåíèå, ôîðìèðóåòñÿ èëè ïðîâåðÿåòñÿ ãèïî-
òåçà.

Êîìïüþòåð â îáðàçîâàíèè ìîæåò òðàê-
òîâàòüñÿ øèðå. Ïîÿñíþ îäèí èç âàæíåéøèõ
àñïåêòîâ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ïðèíÿòàÿ â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè àê-
ñèîìàòèêà âîçíèêëà èç òîãî, ÷òî ìîæíî ñäå-
ëàòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé, òî åñòü íåêèìè
èíñòðóìåíòàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñòðîåíèÿ
òîëüêî öèðêóëåì èëè òîëüêî ëèíåéêîé ïðèâî-
äÿò ê äðóãîé àêñèîìàòèêå.

È åñëè êîìïüþòåð � èíñòðóìåíò, òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü î òîé àêñèîìàòèêå (ìîæåò áûòü,

Îò ðåäàêöèè: ñòàòüÿ îñíîâàíà íà ñòåíîãðàììå äîêëàäà àâòîðà íà ñåìèíàðå ïî òåõíîëîãèè
Nspire.
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óïðåæäàÿ óïð¸êè â íåäîìûñëèè, «àêñèîìà-
òèêå»), êîòîðóþ ïîðîæäàåò êîìïüþòåð. Òà-
êîâîé «àêñèîìàòèêîé» åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå «âøèòû» â ïðîãðàìì-
íîå îáåñïå÷åíèå.

Ïîñòóëàò 4. Èíòåëëåêòóàëüíàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü øêîëüíèêà ðàçáèâàåòñÿ íà òðè
ñîñòàâëÿþùèå: ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü, èñ-
ñëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü è êðèòè÷åñ-
êàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Êîìïüþòåð ÿâëÿåòñÿ ïîäñïîðüåì â êàæ-
äîé òàêîé äåÿòåëüíîñòè.

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîèñê ãèïîòåçû; äëÿ
ïîÿâëåíèÿ îíîé íåîáõîäèìû íàáëþäåíèÿ,
äîãàäêè, àíàëîãèè, èíäóêòèâíûå ïðåäïîëî-
æåíèÿ, óïðîùåíèÿ, îáîáùåíèÿ� Óâëåêàòå-
ëåí ïîèñê ïðèìåðîâ è êîíòðïðèìåðîâ.

Î êðèòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñêàæó ÷óòü
ïîäðîáíåå, ïîñêîëüêó âûäåëÿþ å¸ êàê ñàìî-
ñòîÿòåëüíóþ. Å¸ õàðàêòåðíûìè ïðîÿâëåíè-
ÿìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðêà òîé èëè
èíîé ãèïîòåçû, îöåíêà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé
ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì (ïðîñòîòà, ýñòå-
òè÷íîñòü, ëè÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ), à òàêæå
îöåíêà ñàìèõ ýòèõ êðèòåðèåâ. Â êðèòè÷åñ-
êóþ äåÿòåëüíîñòü âïèñûâàåòñÿ òàêæå è ïî-
èñê äîêàçàòåëüñòâà, åñëè òðàêòîâàòü äîêàçà-
òåëüñòâî êàê îäèí èç âèäîâ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû. (Âñïîìíèì Ê. Ãàóññà, êîòîðûé ñåòî-
âàë íà òî, ÷òî íå ìîæåò â èíûõ ñëó÷àÿõ äî-
êàçàòü òî, ÷òî äàâíî çíàåò!) Ñàìî ïîíÿòèå
äîêàçàòåëüñòâà íå ôîðìàëèçóåìî, îíî, êàê
ñ÷èòàåò ëîãèê Â. Óñïåíñêèé (íå òîëüêî îí),
åñòü «óáåäèòåëüñòâî». Ãëàâíîå â äîêàçàòåëü-
ñòâå � óáåäèòü, óáåäèòü íàñòîëüêî, ÷òîáû
ñîçðåëà ãîòîâíîñòü óáåæäàòü òàêèì æå ñïî-
ñîáîì.

Ïîòîìó è ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû
(óðîâíè) äîêàçàòåëüñòâà. Ñòðîãîñòü â äîêà-
çàòåëüñòâå � íå ñàìîöåëü, à âñåãî ëèøü ñðåä-
ñòâî äëÿ óáåæäåíèÿ, çàâèñèò îò òîãî, êîãî
óáåæäàåì è ñ êàêîé öåëüþ. Â øêîëå òðåáó-
åòñÿ óáåäèòü ó÷åíèêà, êîòîðûé çàâåäîìî
ñêëîíåí âåðèòü ó÷èòåëþ, ó÷åáíèêó�Îäèí
èç ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà  � ññûëêà íà êîì-
ïüþòåð. Åñëè íåò ñîìíåíèé â ðåçóëüòàòàõ,
êîòîðûå ïîëó÷åíû ñ åãî ïîìîùüþ (à ñîìíå-
íèÿ, â ïðèíöèïå, âîçìîæíû, îá ýòîì áóäó ãî-
âîðèòü ïîçæå), òî ìû èìååì äîêàçàòåëüñòâî.

Â øêîëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè
òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ âîñïðèíèìàåòñÿ ó÷åíè-
êàìè «íà óðà». Îäèí òîëüêî ïðèìåð: åñëè
êîìïüþòåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà ðàâíà 180 ãðàäóñàì, êàê íè ãîíÿé
åãî âåðøèíû ïî ýêðàíó, òî ñîìíåíèé íå âîç-
íèêàåò, à ïîòîìó ó÷åíèêè ñ÷èòàþò ýòî äî-
êàçàííûì.

Îòëè÷èå êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà
îò èçâåñòíîãî øêîëüíîãî (ïðåäëàãàåòñÿ ó÷å-
íèêàì âûðåçàòü èç áóìàãè òðåóãîëüíèêè,
ïîìåðèòü òðàíñïîðòèðîì óãëû è íàéòè èõ
ñóììó) ïðèíöèïèàëüíî. Ýêñïåðèìåíò ñ
òðàíñïîðòèðîì ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî
îïûòîâ, à êîíå÷íîå ÷èñëî îïûòîâ â ìàòå-
ìàòèêå íå óáåæäàåò � êîíòðïðèìåðû õîðî-
øî èçâåñòíû. Êîìïüþòåð æå èìèòèðóåò áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî îïûòîâ, ïîòîìó ðåçóëüòàòû
èõ ñîçäàþò â ñîçíàíèè (ïîä÷¸ðêèâàþ � ïñè-
õîëîãè÷åñêè!) íåêèé êîíòèíóóì. À êîíòèíó-
óì îäíîçíà÷íûõ ðåçóëüòàòîâ îòìåòàåò ñî-
ìíåíèå.

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü
âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè,  ïîèñê  ãèïîòåçû...

...ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180°,
êàê  íè ãîíÿé åãî âåðøèíû...
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ß îäíàæäû âûñëóøàë âîçðàæåíèå ýòîé
ïîçèöèè, êîòîðîå ñîñòîÿëî â ñëåäóþùåì. «Íî
âåäü ýêðàí ñîñòîèò èç ïèêñåëåé, à ýòî êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó íåëüçÿ ãîâîðèòü, ÷òî
ìû èìååì êîíòèíóóì âîçìîæíîñòåé!» Îä-
íàêî ÿ ãîâîðþ íå î ôèçè÷åñêîì ÿâëåíèè, à î
ïñèõîëîãè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Ïðîèñõîäÿùåå
íà ýêðàíå êîìïüþòåðà âîñïðèíèìàåòñÿ êàê
íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé. Çäåñü
ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò â êè-
íîòåàòðå. Ìû çíàåì, ÷òî èñõîäíûå èçîáðà-
æåíèÿ äèñêðåòíû. Íî êîãäà ïîêàçûâàþò êè-
íîïë¸íêó ñî ñêîðîñòüþ 24 êàäðà â ñåêóíäó,
âîñïðèíèìàåì èçîáðàæåíèÿ êàê íå÷òî íåïðå-
ðûâíîå.

Îäíàêî áûâàåò èíà÷å. È â òîì, ÷òî ïîêà-
çûâàåò êîìïüþòåð, âîçìîæíû ñîìíåíèÿ.
Åñëè â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ êîìïüþòåð (ñ
çàäàííîé íàìè òî÷íîñòüþ, ê ïðèìåðó, äî
îäíîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé) âûäà¸ò ðàâåí-
ñòâî äâóõ âåëè÷èí, òî ìîæåò áûòü íå ó÷òåíà
ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ, à ðàçíèöà â âåëè-
÷èíàõ ìîæåò áûòü óæå âî âòîðîì çíàêå ïîñ-
ëå çàïÿòîé. Âñòà¸ò âîïðîñ: ÷òî äîëæåí äå-
ëàòü â ýòîé ñèòóàöèè ó÷åíèê? Îòêóäà îí çíà-
åò, ÷òî íóæíî ïîâûøàòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ
ïîñëå çàïÿòîé? Ýòî � òðóäíîå ìåñòî, è ðóêî-
âîäñòâî ó÷èòåëÿ íåîáõîäèìî.

Ê âèäàì ó÷åíè÷åñêîé èíòåëëåêòóàëüíîé
äåÿòåëüíîñòè äîáàâëþ ïðîåêòíóþ äåÿòåëü-
íîñòü � ñèìáèîç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òð¸õ
âèäîâ äåÿòåëüíîñòè.

Ïîñòóëàò 5. Åñòü äâà óðîâíÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ êîìïüþòåðà: óðîâåíü ïðàêòèêà
è óðîâåíü òåîðåòèêà.

Êîãäà ôèçèê ìíîãîêðàòíî ïîëó÷àåò íà
ýêðàíå îñöèëëîãðàôà îäíó è òó æå êðèâóþ,
îí ìîæåò å¸ âîñïðèíèìàòü êàê äàííîñòü,
õîòÿ è íå âïîëíå ïîíèìàòü, ïî÷åìó îíà èìåí-
íî òàêàÿ. Äàëåå îí ìîæåò ðàáîòàòü ñ ïîëó-
÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè. Íî, åñëè åìó ïîòðå-
áîâàëîñü çíàòü ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ èìåííî
òàêîé êðèâîé, îí óãëóáëÿåòñÿ â òåîðèþ èëè
îáðàùàåòñÿ ê òåîðåòèêó.

Ïðèìåðíî òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò â
øêîëüíîé ìàòåìàòèêå, åñëè ìû èñïîëüçóåì
êîìïüþòåð. Íàïðèìåð. Ïóñòü ìû â êîìïüþ-
òåðíîì ýêñïåðèìåíòå îáíàðóæèëè, ÷òî âñå
ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå è äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2:1. Åñëè

ìû � ïîëüçîâàòåëè, òàê «ïîåõàëè äàëüøå» �
áóäåì ýòîò ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷. Íî åñëè íàñ èíòåðåñóåò, ïî÷å-
ìó òàê ïðîèñõîäèò, ìû ïåðåõîäèì íà óðî-
âåíü òåîðåòèêà, òî åñòü ïûòàåìñÿ îáúÿñíèòü
óâèäåííîå.

Â øêîëüíîé ãåîìåòðèè ïðàâîìåðíû îáå
ïîçèöèè. Âûáîð ïîçèöèè � äåëî ó÷èòåëÿ.

Ïîñòóëàò 6. Êîìïüþòåð ìîæåò ìåíÿòü
íå òîëüêî ìåòîäèêó ïðåïîäàâàíèÿ, íî è ñî-
äåðæàíèå ïðåïîäàâàíèÿ.

Óêàæó ïîêà òîëüêî îäíó âîçìîæíîñòü.
Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ìîæíî è äàæå íóæ-
íî âêëþ÷àòü â øêîëüíûå ïðîãðàììû òàêèå
ñâåäåíèÿ, êîòîðûå äîñòóïíû èìåííî ïîòî-
ìó, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïüþòåð. Ýòî ïðåæäå
âñåãî ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé. Ñåé-
÷àñ äèíàìèêà â ãåîìåòðèè (ïðè ñòàíäàðòíîì
å¸ ïðåïîäàâàíèè) èñêëþ÷åíà. Êîãäà èñïîëü-
çîâàíèå êîìïüþòåðà íà óðîêàõ ãåîìåòðèè
áóäåò íîðìîé, êóðñ ãåîìåòðèè èçìåíèòñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü çà ñ÷¸ò òîãî, ÷òî ïîÿâÿòñÿ
äèíàìè÷åñêèå âîçìîæíîñòè, â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçóþùèå Èíòåðíåò.

Î äðóãèõ âîçìîæíîñòÿõ èçìåíåíèÿ ïðî-
ãðàììû ñêàæó íèæå.

2.  ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ
Â  ÇÀÄÀ×ÍÎÉ  ÑÈÒÓÀÖÈÈ

Îäíà èç ïðîáëåì âíåäðåíèÿ êîìïüþòå-
ðà � êàê âïèñàòü èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòå-
ðà â äèäàêòè÷åñêóþ è ìåòîäè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó, êîòîðîé ïðèäåðæèâàåòñÿ ó÷èòåëü? Ýòî
î÷åíü íåïðîñòî � ñèñòåìà ýòà íàðàáàòûâà-
åòñÿ ãîäàìè, âåñüìà ëè÷íîñòíàÿ è äîñòàòî÷-
íî êîíñåðâàòèâíàÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëÿåò-
ñÿ âîïðîñ î òîì, êàê âêëþ÷èòü êîìïüþòåð
ïðè îðãàíèçàöèè èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè øêîëüíèêà, õîòÿ áû � êàê âêëþ-
÷èòü êîìïüþòåð â çàäà÷íóþ (ãåîìåòðè÷åñ-
êóþ) ñèòóàöèþ? È çäåñü ÿ ñêàæó î òîé ðàáî-
òå, êîòîðàÿ ñäåëàíà ñîâìåñòíî ñ Ñ.Ã. Èâà-
íîâûì. Ìû ïðåäëàãàåì ðÿä ýòàïîâ, êîòîðûé
ïðîõîäèò çàäà÷à, è ïðèâîäèì îêîëî 40 çàäà÷,
íà êîòîðûõ ýòè ýòàïû èëëþñòðèðóþòñÿ.

Ïåðâûé ýòàï, ââîäíûé, � ïðåäëàãàåòñÿ
íåçàìûñëîâàòûé ñþæåò. Ñìûñë åãî ïîÿâ-
ëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ ó÷åáíîé
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äåÿòåëüíîñòè çàäà÷à ïðåäñòà¸ò ïåðåä ó÷å-
íèêîì â ãîòîâîì âèäå. (Îòêóäà áåð¸òñÿ óñ-
ëîâèå? Ó÷èòåëü äà¸ò, â ó÷åáíèêå íàïèñàíî.)
À â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè çàäà-
÷à îáû÷íî èìååò èíîå ïðîèñõîæäåíèå. Ëèáî
îíà îòðàæàåò êàêóþ-òî ïðèêëàäíóþ ïðîáëå-
ìó, ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì óæå èìåþ-
ùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèêëàä-
íîãî îòòåíêà è ïðåäëàãàåòñÿ íåêèé ñþæåò.

Âòîðîé ýòàï � ñîñòàâëåíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîé ìîäåëè. Íà îñíîâå ÿêîáû ðåàëüíîãî
ñþæåòà ñàì ó÷åíèê ñîçäà¸ò ãåîìåòðè÷åñ-
êóþ åãî ìîäåëü. È îí óæå íå ñïðàøèâàåò:
«Îòêóäà âçÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è?» Îí ñàì
åãî ôîðìóëèðóåò. Ïîòîìó è îêîí÷àòåëüíàÿ
ïîñòàíîâêà âîïðîñà çàäà÷è (÷àñòî íåêàÿ ãè-
ïîòåçà), è îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íåìèíóåìî
âíîñèò ñþæåò � äåëî àâòîðà ãåîìåòðè÷åñ-
êîé çàäà÷è, òî åñòü ó÷åíèêà, êîòîðûé å¸ ðå-
øàåò.

Ñàìîñòîÿòåëüíî íàéäåííàÿ ó÷åíèêîì
ôîðìóëèðîâêà ñîáñòâåííî ãåîìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è ñïîñîáñòâóåò áîëåå ïîëíîìó å¸ ïî-
íèìàíèþ.

Òðåòèé ýòàï � èñïîëüçîâàíèå ýâðèñòè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, êàê ýòî ñîâåòóåò äå-
ëàòü Ä. Ïîéà (ìû íàçûâàåì èõ íàâîäÿùèìè
ñîîáðàæåíèÿìè). Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðà-
áîòå ñ êîìïüþòåðîì, ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíû
ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîãî
îòâåòà. Ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ ìûñëåííî
ïðåäñòàâèòü ñèòóàöèþ è ïðåäóãàäàòü âîç-
ìîæíûé ðåçóëüòàò. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì
ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè è äóìàåì íàä èõ
îáîáùåíèåì, èëè èñïîëüçóåì àíàëîãèè, èëè
ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó áåç ÷àñòè óñëîâèÿ,
ïðîâåðÿåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå�

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê íàâîäÿùèì ñî-
îáðàæåíèÿì ìû îòíîñèì ðåêîìåíäàöèè ïî
ðåøåíèþ çàäà÷è.

×åòâ¸ðòûé ýòàï � êîìïüþòåðíûé ýê-
ñïåðèìåíò.

Â ðåçóëüòàòå åãî ãèïîòåçà ëèáî ïîÿâëÿ-
åòñÿ, ëèáî êîððåêòèðóåòñÿ, ëèáî îòìåòàåò-
ñÿ êàê íåâåðíàÿ.

Åñëè ãèïîòåçà ïîäòâåðäèëàñü è ìû äî-
âåðÿåì êîìïüþòåðó, òî ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷åíî. Íå èñêëþ÷åíî,
÷òî ýâðèñòèêà íå ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ ãèïî-

òåçû, òîãäà êîìïüþòåð ñòàíîâèòñÿ ñðåä-
ñòâîì å¸ ñîçäàíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà îñîáåííî
ýôôåêòèâíî äëÿ:

à) ïîèñêà è êîíñòðóèðîâàíèÿ îáúåêòà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ,

á) íàáëþäåíèÿ çà èçìåíÿþùèìèñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè è çà âåëè÷èíàìè,
ñ íèìè ñâÿçàííûìè.

Ïÿòûé ýòàï � ðàöèîíàëüíîå ðàññóæ-
äåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, îäíàêî, ÷òî è ïîñëå êîì-
ïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà îñòàþòñÿ ñîìíå-
íèÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû. Íàïðèìåð,
ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû õîòèì îáíàðóæèòü,
îòñóòñòâóåò � íåïîíÿòíî, äîêàçàíî ëè åãî
îòñóòñòâèå èçó÷åíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ?
Äðóãîé ïðèìåð � âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò, êîãäà íåÿñíîñòü âîçíèêàåò èç-çà íàëè-
÷èÿ ïîãðåøíîñòåé.

Òîãäà ïåðåõîäèì ê ïîèñêó ðàöèîíàëüíûõ
ðàññóæäåíèé, ïîäòâåðæäàþùèõ ãèïîòåçó.
Ðàöèîíàëüíîå ðàññóæäåíèå èñïîëüçóåò íà-
ãëÿäíîñòü, ñèììåòðèè, íåïðåðûâíîñòü, ïî-
ñòîÿíñòâî, äâèæåíèÿ, à òàêæå ñîîáðàæåíèÿ,
âçÿòûå èç ìåõàíèêè.

Îãðàíè÷óñü òàêèìè ïðèìåðàìè.
Íåïðåðûâíîñòü èñïîëüçóåòñÿ â äâóõ ñè-

òóàöèÿõ.
1) Åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôèãóðû âû-

ïîëíÿåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå, òî îíî âûïîë-
íÿåòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (òàê
íàçûâàåìûé ìåòîä «ìàëûõ øåâåëåíèé»).

2) Åñëè ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî íåêîòî-
ðîé íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè íåêàÿ âåëè÷è-

Íà îñíîâå ÿêîáû ðåàëüíîãî ñþæåòà  ñàì
ó÷åíèê ñîçäà¸ò ãåîìåòðè÷åñêóþ åãî ìîäåëü.
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íà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííîé ôèãóðîé, ìîæåò áûòü
ìåíüøå îïðåäåë¸ííîãî çíà÷åíèÿ è áîëüøå
åãî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæåíèå ïåðå-
ìåííîé òî÷êè, êîãäà èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâ-
íà ýòîìó çíà÷åíèþ.

Ãèïîòåçà î ïîñòîÿíñòâå îïðåäåë¸ííîé
âåëè÷èíû, ñâÿçàííîé ñ äàííîé ôèãóðîé, âîç-
íèêàåò òîãäà, êîãäà ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â òð¸õ ðàçíûõ ïîëîæå-
íèÿõ äàííîé ôèãóðû. Â îñíîâå ýòîé ãèïîòå-
çû ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èññëå-
äóåìàÿ âåëè÷èíà çàäà¸òñÿ ëèíåéíîé èëè
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé, ÷òî ÷àùå âñåãî
âñòðå÷àåòñÿ â ãåîìåòðèè.

Â ðàöèîíàëüíûõ ðàññóæäåíèÿõ ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ íàãëÿäíîñòü. Âîò ïðèìåð.
Åñëè ÿ íàðèñóþ íà ëèñòå áóìàãè äâå ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïðÿìûå è ñïðîøó, íà ñêîëüêî ÷à-
ñòåé ýòè äâå ïðÿìûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü,
òî óñëûøó, ÷òî ÷àñòåé � ÷åòûðå. Óáåäèòüñÿ
â ýòîì íà îñíîâå ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íå-
âîçìîæíî � ïðÿìàÿ áåñêîíå÷íà. Íî ÿ íå çíàþ
øêîëüíîãî ó÷åáíèêà ãåîìåòðèè, ãäå áû äî-
êàçûâàëîñü ýòî óòâåðæäåíèå.

Øåñòîé ýòàï � «äåäóêòèâíîå äîêàçà-
òåëüñòâî».

Êàâû÷êè ïîñòàâëåíû ïîòîìó, ÷òî ÿ íå
íàø¸ë äëÿ ýòîãî ýòàïà ëó÷øåãî íàçâàíèÿ.

Õîòÿ ðàöèîíàëüíîå ðàññóæäåíèå èìååò
ãðîìàäíóþ ñèëó êàê äîêàçàòåëüíîå, «òðàäè-
öèîííûé» ó÷èòåëü ñ÷èòàåò, ÷òî «ïî-íàñòîÿ-
ùåìó» äîêàçàòåëüñòâî � ýòî êîãäà èäóò
ññûëêè íà àêñèîìû, îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû.
Íî äåëî íå òîëüêî â ó÷èòåëüñêîé ïîçèöèè.

Ìíîãîâåêîâîé îïûò îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå
ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè (íî è òðóäíîñòè)
ó÷èòåëüñêîé ðàáîòû íà ýòîì ýòàïå.

Ñåäüìîé ýòàï � àëüòåðíàòèâíîå ðå-
øåíèå.

Ðàçíîîáðàçíûå ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå
çàäà÷è ïîìîãàþò óñòàíîâèòü èíûå ñâÿçè
ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè ôàêòàìè, ÷òî ñïî-
ñîáñòâóåò ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ ïðåäìåòà â
öåëîì.

Ïîèñêè àëüòåðíàòèâíîãî ðåøåíèÿ �
÷àñòü êðèòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, èáî â ðå-
çóëüòàòå íå¸ ïîÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åí-
íûõ ðåøåíèé, çàòåì èõ îöåíêà è âûáîð òîãî
èç íèõ, êîòîðîå ïî÷åìó-ëèáî óñòðàèâàåò
áîëüøå. Â ãåîìåòðèè ýòîò ýòàï ïðîÿâëÿåòñÿ
îñîáåííî ÿðêî, êîãäà ìû ñðàâíèâàåì ðåøå-
íèÿ ñèíòåòè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå.

Âîñüìîé ýòàï � ðàñøèðåíèå çàäà÷è.
Äëÿ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè

õàðàêòåðíî òî, ÷òî çàäà÷à íå çàêàí÷èâàåòñÿ
ñ ïîëó÷åíèåì îòâåòà. Ýòî â ó÷åáíîé äåÿòåëü-
íîñòè � ïîëó÷èë îòâåò â çàäà÷å è áûë òàêîâ.
Â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ ïîÿâ-
ëåíèåì îòâåòà, ìîæíî ñêàçàòü, âñ¸ òîëüêî
íà÷èíàåòñÿ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîÿâëÿþò-
ñÿ íîâûå ìûñëè, âîçíèêàþò íîâûå âîïðîñû.
Ïî ýòîìó ïîâîäó ÿ ðàññêàçûâàþ ó÷åíèêàì
èñòîðèþ ñ Ý. Ð¸çåðôîðäîì. Îí ñâîåìó ñî-
òðóäíèêó � íîâè÷êó äàâàë íåêóþ çàäà÷ó. È
åñëè ýòîò ñîòðóäíèê ïðèõîäèë çàòåì ñî ñëî-
âàìè: «ß ðåøèë âàøó çàäà÷ó, êàêàÿ áóäåò
ñëåäóþùàÿ?», Ð¸çåðôîðä ýòîãî ÷åëîâåêà
óâîëüíÿë.

Ïîñêîëüêó â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëü-
íîñòè ðåø¸ííàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê íîâûì
âîïðîñàì, ìû ïðåäëàãàåì ðàñøèðåíèå èñ-
õîäíîé çàäà÷è, òî÷íåå äâà ðàñøèðåíèÿ. Ïåð-
âîå ðàñøèðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äåÿòåëü-
íîñòü íå çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ
îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Âòîðîå ðàñ-
øèðåíèå (êîòîðîå â áîëüøèíñòâå çàäà÷
ñëîæíåå ïåðâîãî) ïîêàçûâàåò, ÷òî è ñ ïåð-
âûì ðàñøèðåíèåì èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü ïðîäîëæàåòñÿ.

Ïîÿâëåíèå ðàñøèðåíèé ïîçâîëÿåò ê òîìó
æå âêëþ÷èòü ó÷åíèêà â ïðîåêòíóþ äåÿòåëü-
íîñòü. Â íàøåì ïðåäñòàâëåíèè ïðîåêòíàÿ
äåÿòåëüíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïîñëå òîãî êàê ó÷åíèê çíàêîìèòñÿ ñ íåêèì

...íà ñêîëüêî ÷àñòåé ýòè äâå ïðÿìûå
ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü, ...  ÷àñòåé - ÷åòûðå.
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ñþæåòîì (ïîëó÷åííûì îò ó÷èòåëÿ, íàéäåí-
íûì â ëèòåðàòóðå èëè ñîçäàííîì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî), îí ôîðìóëèðóåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó, à çàòåì ñàì äîëæåí
ïðîéòèñü ïî ïåðå÷èñëåííûì âûøå ýòàïàì.

Âîçìîæåí ÷óòü äðóãîé ïîðÿäîê ïðîåêòà.
Ó÷åíèêó âíà÷àëå ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷à â ãåî-
ìåòðè÷åñêîì âèäå, ïîñëå ÷åãî îí äîëæåí
ñî÷èíèòü èñõîäíûé ñþæåò, ïðåäëîæèòü íà-
âîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàòü ãè-
ïîòåçó, ïðîäóìàòü êîìïüþòåðíûé ýêñïåðè-
ìåíò, ïîäòâåðäèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ðàöèîíàëüíûìè ðàññóæäåíèÿìè è äåäóêòèâ-
íûì äîêàçàòåëüñòâîì, èñêàòü àëüòåðíàòèâ-
íûå ðåøåíèÿ, çàòåì ïðåäëîæèòü äàëüíåéøèå
ðàñøèðåíèÿ.

Ïðåäñòàâëåííàÿ çàòåì ðàáîòà è ÿâëÿåò-
ñÿ çàâåðø¸ííûì ïðîåêòîì.

3.  ÐÀÁÎÒÀ  Ñ  ÏÐÎÃÐÀÌÌÎÉ  NSPIRE

 Âîçìîæíîñòè ýòîé ïðîãðàììû, íîâîé
äëÿ Ðîññèè, ïîêàæó íà çàäà÷å î íàëè÷èè
öåíòðà ñèììåòðèè ó ãðàôèêà ôóíêöèè
y = x + cos x.

Ñíà÷àëà ïðîãðàììà âûâåëà íà ýêðàí ãðà-
ôèê ýòîé ôóíêöèè (ðèñ. 1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ñèììåòðèè ó ýòî-
ãî ãðàôèêà åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé.

Ñíà÷àëà áûë âûáðàí «àëãåáðàè÷åñêèé»
ïóòü (ðèñ. 2). Â ëåâîì ñòîëáöå ñòîèò òî, ÷òî
ìû ââîäèì ñàìè (çäåñü è äàëåå). Â ïðàâîì
ñòîëáöå ñòîèò òî, ÷òî âûäà¸ò ïðîãðàììà ïî
íàøèì êîìàíäàì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïðàâîì
ñòîëáöå äîëæíà ñòîÿòü óäâîåííàÿ îðäèíàòà
öåíòðà ñèììåòðèè, âèäèì, ÷òî ïðîãðàììà
âûäàëà êîîðäèíàòàìè öåíòðà ñèììåòðèè

òî÷êó (
2

,
2

ππ
).

Çàòåì áûë âûáðàí «ãåîìåòðè÷åñêèé»
ïóòü (ðèñ. 3). Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû â ëåâîì
è ïðàâîì ñòîëáöå, âèäèì, ÷òî èñõîäíóþ ôóí-
êöèþ (îíà â ïîñëåäíåé ñòðîêå â ïðàâîì ñòîë-
áöå) ïðîãðàììà îòîæäåñòâèëà ñ íå÷¸òíîé
ôóíêöèåé x + sin x (ðèñ. 4).

Çàòåì ïðîãðàììà âûäàëà äâà ãðàôèêà.
Ýòà êàðòèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî îäèí èç ãðàôè-
êîâ ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî íàêëîííûì ñäâè-
ãîì. Â ðåçóëüòàòå öåíòð ñèììåòðèè ïåðâîãî
ãðàôèêà ïåðåõîäèò ñäâèãîì â öåíòð ñèììåò-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ðèè âòîðîãî ãðàôèêà. Âåêòîð ñäâèãà óêàçàí

ñòðåëêîé. Âèäíû åãî êîîðäèíàòû �(
2

,
2

ππ
).

(Íóìåðàöèþ ôóíêöèé ïðîãðàììà óñòàíàâëè-
âàåò ñàìà.)

Äàëåå áûë âûáðàí «ôóíêöèîíàëüíûé»
ïóòü (ðèñ. 5). Áûëà íàéäåíà ïðîèçâîäíàÿ,
óïðîùåíà, è çàòåì áûëî íàéäåíî óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Çàòåì áûëà ïðîâåäåíà ðàáîòà ñî âòîðîé
ïðîèçâîäíîé (ðèñ. 6).

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàéäåí-
íûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ñèììåòðèè.
Ïðîãðàììà âûïîëíÿåò ýòî çàäàíèå (ðèñ. 7).

Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íàõîäèòñÿ äâèæîê,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïåðåìåííàÿ òî÷êà ãðà-
ôèêà äâèæåòñÿ ïî íåìó.)

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå ñ ïðîãðàì-
ìîé Nspire (ãåîìåòðèÿ, 8 êëàññ, óðîêè ïðîâî-

äèëèñü âìåñòå ñ Ì.Ý. Äâîðêèíûì) óäàëîñü
íàéòè íåñêîëüêî òèïîâ ïîäõîäÿùèõ çàäà÷, â
÷àñòíîñòè, íîâûõ ëèáî ïî ñîäåðæàíèþ, ëèáî
ïî èñïîëüçîâàííîé ìåòîäèêå. Ýòà ïðîãðàì-
ìà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü íå òîëüêî â ãåîìåò-
ðèè, â íåé ìîæíî ïðîâîäèòü àëãåáðàè÷åñêèå
âûêëàäêè, à òàêæå ðàáîòàòü ñ ôóíêöèÿìè.

Ïåðå÷èñëþ ýòè òèïû.

 1) Çàäà÷è íà ïîèñêè ýêñòðåìóìà. Êîì-
ïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ñîïðîâîæäàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, à òàêæå ñïî-
ñîáàìè ïîèñêà ýêñòðåìóìà. Âìåñòî âçÿòèÿ
ïðîèçâîäíîé (â 8 êëàññå ýòî íå èçâåñòíî)
èùåòñÿ íà ýêðàíå òàêîå ïîëîæåíèå êàñàòåëü-
íîé ê ïîëó÷åííîìó ãðàôèêó öåëåâîé ôóíê-
öèè, ïðè êîòîðîì îíà ïàðàëëåëüíà îñè àáñ-
öèññ.

 2) Çàäà÷è «íà íàáëþäåíèå». Íàáëþ-
äåíèå � ÷óòü ëè íå îñíîâà äëÿ ïðîâåäåíèÿ
èññëåäîâàíèÿ, òîìó ìíîãî èñòîðè÷åñêèõ
ïðèìåðîâ, äàæå âîçìîæíî íàáëþäåíèå çà
ìíîæåñòâîì òî÷åê. Íà îäíîì èç óðîêîâ, ìû
ðàññêàçàëè î äâóõ îïûòàõ, êîòîðûå ïðîâî-
äèëèñü ôèçèêàìè, ïðè÷¸ì çà êàæäûé èç ýòèõ
îïûòîâ îíè áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè.

Ïåðâûé îïûò � ýòî îïûò Ý. Ð¸çåðôîðäà.
Ý. Ð¸çåðôîðä â ñïåöèàëüíî ïîñòàâëåííîì
îïûòå ïîëó÷èë íà ýêðàíå êàðòèíó èç íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê è íà îñíîâå ïîëó÷åí-
íîé êàðòèíû ïðèø¸ë ê ïëàíåòàðíîé ìîäåëè
àòîìà (ðèñ. 8).

Âòîðîé îïûò � ýòî íåäàâíèé ýêñïåðèìåíò
Ä. Øåõòìàíà. Ó÷¸íûé íàáëþäàë íà ýêðàíå
ìíîæåñòâî òî÷åê, è íà îñíîâå ïîëó÷åííîé

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8
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êàðòèíû áûëè îòêðûòû êâàçèêðèñòàëëû.
Êðîìå ýòîãî, áûëà îòêðûòà èêîñàýäðè÷åñ-
êàÿ ñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ ðàíüøå ñ÷èòàëàñü
íåâîçìîæíîé (ðèñ. 9).

Áûëè òàêæå óïîìÿíóòû � â íàøåì ñìûñ-
ëå ïîõîæèå � íîáåëåâñêèå äîñòèæåíèÿ Ì.
Ëàóý (îòêðûòèå äèôðàêöèè ðåíòãåíîâñêèõ
ëó÷åé íà êðèñòàëëàõ) è Ô. Êðèêà è Ä. Óîò-
ñîíà (îòêðûòèå äâîéíîé ñïèðàëè ÄÍÊ).

Ïîñëå òîãî ó÷åíèêàì áûëî ñêàçàíî: «Âè-
äèòå, íàáëþäåíèÿ çà ìíîæåñòâîì òî÷åê ìî-
ãóò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ Íîáåëåâñêîé ïðå-
ìèè». Ýòî áûëà øóòêà, êîíå÷íî, íî ïîñëå
ýòîãî ðåáÿòàì áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ñâîéñòâà. Çàäà÷à òàêàÿ: «Êàæ-
äûé óãîë êâàäðàòà ðàçäåë¸í ëó÷àìè íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè. Ýòè ëó÷è â êâàäðàòå çàäàþò
íåêîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Âåðøè-
íàìè êàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿþòñÿ ýòè
òî÷êè?» Øêîëüíèêè äîëæíû áûëè ñêàçàòü:
«Ýòè òî÷êè � âåðøèíû êâàäðàòà, à ýòè � âåð-
øèíû ðàâíîáîêîé òðàïåöèè» è ò. ï. (òðåóãîëü-
íèêè ìû èñêëþ÷àëè ââèäó î÷åâèäíîñòè).

Ó÷åíèêè âèäåëè èíîãäà òàêîå, ÷òî íàì
íå ïðèõîäèëî â ãîëîâó.

Äàëåå òðåáîâàëîñü äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
ó÷åíèêè âèäåëè, ÷òî ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ åñòü âåðøèíû, íàïðèìåð, êâàäðàòà, òî
äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî áûëî
êîìïüþòåðíûìè ñðåäñòâàìè.

Ìîæíî áûëî ïðîâåðÿòü ðàâåíñòâî ñòî-
ðîí è íàëè÷èå ïðÿìîãî óãëà.

Ìîæíî áûëî äîêàçûâàòü èíà÷å, èñïîëü-
çóÿ ñèììåòðèþ. Ê òîìó âðåìåíè ìû ïîçíà-
êîìèëè øêîëüíèêîâ ñ ýëåìåíòàìè ñèììåò-
ðèè êâàäðàòà. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
«êâàäðàòíîñòè» øêîëüíèêè íàõîäèëè ó «ïî-
äîçðèòåëüíî ïîõîæåãî íà êâàäðàò» ÷åòûð¸-
õóãîëüíèêà òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé,
è äàëüøå ðàññìàòðèâàëè åãî ïîâîðîò îòíî-
ñèòåëüíî ýòîé òî÷êè íà 90 ãðàäóñîâ. Åñëè â
ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîâîðîòà ÷åòûð¸õóãîëüíèê
ñàìîñîâìåùàåòñÿ, çíà÷èò, ïîëó÷åí êâàäðàò.
Ïðè ñòàíäàðòíîì äîêàçàòåëüñòâå «êâàäðàò-
íîñòè» â 8 êëàññå òàêîé ñïîñîá íåâîçìîæåí.

Â îäíîì èç ñëåäóþùèõ çàäàíèé ìû âçÿ-
ëè äâåíàäöàòèóãîëüíèê è â í¸ì ïðîâåëè âñå
äèàãîíàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äèàãîíàëåé ëåæàò íà ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè.

3) Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå, ïðè÷¸ì âîç-
ìîæíû çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ïî ôîðìå (íà-
ïðèìåð, ïîñòðîèòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê) èëè çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ýêñòðåìàëü-
íîé ôèãóðû (íàïðèìåð, íàäî ïîñòðîèòü òðà-
åêòîðèþ ñ íàèìåíüøåé äëèíîé ïðè çàäàííûõ
óñëîâèÿõ).

Â ðåøåíèè òðàäèöèîííûõ çàäà÷àõ íà ïî-
ñòðîåíèå, ïðèñóòñòâóåò èññëåäîâàíèå � à
ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à? Â ïðèâåä¸í-
íîé âûøå çàäà÷å ïîëó÷àëèñü ðàçíûå ïî ïî-
ëîæåíèþ êâàäðàòû. Âñòà¸ò âîïðîñ: îíè ðàâ-
íû èëè íåò? Åñëè ðàâíû, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ
çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ìû ïîëó÷èëè îäíî ðå-
øåíèå. À åñëè íå ðàâíû, òî ïîëó÷èëè áîëü-
øå îäíîãî ðåøåíèÿ. Íàäî áûëî ïðîâåðèòü

Ðèñ. 9

...íàáëþäåíèÿ çà ìíîæåñòâîì òî÷åê ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ Íîáåëåâñêîé ïðåìèè».
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ðàâåíñòâî êâàäðàòîâ, íî òðóäíîñòü â òîì, ÷òî
íåò ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà êâàäðàòîâ, ïîòîìó
êàê íåîáõîäèìî îáùåå ïîíÿòèå ðàâåíñòâà
ôèãóð, è åãî ïðèçíàê � ñóùåñòâîâàíèå äâè-
æåíèÿ, êîòîðîå îòîáðàæàåò îäíó ôèãóðó íà
âòîðóþ, óïèðàåòñÿ â îáùåå ïîíÿòèå äâèæå-
íèÿ. Íè÷åãî ýòîãî â ñòàíäàðòíîì êóðñå
8 êëàññà íå èçó÷àåòñÿ. È íåò ïîÿñíåíèÿ òîìó,
÷òî êâàäðàòû ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè ðàâíû.

È òîãäà ìû ïðåäëàãàåì íàéòè äâèæåíèå
(òó èëè èíóþ ñèììåòðèþ) êîòîðîå ïåðâûé
êâàäðàò ïåðåâîäèò âî âòîðîé. È åñëè øêîëü-
íèêè íàõîäÿò ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà òàêîå
äâèæåíèå, òî ýòè êâàäðàòû ðàâíû.

Ñèììåòðèÿ êàê ÷àñòíûé âèä äâèæåíèÿ
èçó÷àåòñÿ íàìè (ñîãëàñíî ïðîãðàììå) â
9 êëàññå. Îïåðåæàÿ ñîáûòèÿ, òî åñòü èçó÷å-
íèå ïðîãðàììíîãî ìàòåðèàëà, ìû çíàêîìè-
ëè ó÷åíèêîâ ñ ïîíÿòèåì ýëåìåíòà ñèììåò-
ðèè êîíêðåòíîé ôèãóðû. Íàïðèìåð, â êâàä-
ðàòå åñòü îñè ñèììåòðèè è åñòü öåíòð ïîâî-
ðîòíîé ñèììåòðèè íà 90 èëè íà 180 ãðàäó-
ñîâ. Íàëè÷èå èõ ïðîâåðÿëîñü ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà, íà ýêðàíå êîòîðîãî êâàäðàò ñà-
ìîñîâìåùàëñÿ.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïîñòðîå-
íèå áûë íàéäåí ëþáîïûòíûé ìåòîäè÷åñêèé
õîä. Îáû÷íî çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ñòàòè÷åñ-
êèå � íàïðèìåð, ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê, âïè-
ñàííûé â îêðóæíîñòü. Ìû ýòó çàäà÷ó èíòåð-
ïðåòèðîâàëè èíà÷å: ìû èñêàëè òðàåêòîðèè
âíóòðè êðóãà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íóæ-
íóþ ôîðìó. Ìû ãîâîðèëè: «Âîò òî÷êà íà îê-

ðóæíîñòè, òåïåðü íàäî íàéòè åù¸ äâå òî÷êè
íà îêðóæíîñòè, ÷òîáû òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
îò ïåðâîé òî÷êè êî âòîðîé, îò âòîðîé ê òðå-
òüåé è îò òðåòüåé ê ïåðâîé áûëà, âî-ïåðâûõ,
çàìêíóòîé ëîìàíîé, âî-âòîðûõ, èìåëà íóæ-
íóþ ôîðìó ëèáî îãðàíè÷èâàëà ýêñòðåìàëü-
íóþ ôèãóðó ïî ïåðèìåòðó èëè ïî ïëîùàäè».
Â ÷¸ì äîñòîèíñòâî ýòîé çàäà÷è? Âî-ïåðâûõ,
çàäà÷à èç ñòàòè÷åñêîé ñòàëà äèíàìè÷åñêîé.
Ïåðâàÿ òî÷êà ôèêñèðîâàíà, à âòîðóþ òî÷êó
ó÷åíèêè ñòàâÿò íà îêðóæíîñòü è íà÷èíàþò
äâèãàòü, ïðîâåðÿÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå âïèñû-
âàåòñÿ â îáùóþ ñòðóêòóðó çàäà÷ î áèëüÿð-
äàõ, êîòîðûå èìåþò â ìàòåìàòèêå î÷åíü
áîëüøîå ñîäåðæàíèå. Òðàåêòîðèè â ïðÿìîó-
ãîëüíîì áèëüÿðäå, èëè â êðóãëîì, èëè â ýë-
ëèïòè÷åñêîì, áûëè ïðåäìåòîì ñåðü¸çíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå òðàåêòîðèè íå âñå-
ãäà áûâàþò ïðîñòûìè. Ïðèâåäó òàêîé ïðè-
ìåð. Ìû èñêàëè â êâàäðàòå òðàåêòîðèþ èç
òð¸õ çâåíüåâ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò òî÷êó â
ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, è òðàåêòîðèÿ
èìååò ôîðìó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
Åñëè òî÷êó âçÿòü â âåðøèíå êâàäðàòà, òî ïî-
èñêè òàêîé òðàåêòîðèè òðóäà íå ñîñòàâëÿþò.
Íî åñëè âçÿòü òî÷êó íà ñòîðîíå êâàäðàòà, òî
ýòî óæå íå òàêàÿ ïðîñòàÿ âåùü. Ó÷åíèêè ñ
ýòèì òàê èëè èíà÷å áûëè îçíàêîìëåíû.

4) Çàäà÷è íà âîññòàíîâëåíèå ôèãóðû ïî
òî÷êàì. ß ïðèâåäó ïðîñòîé ïðèìåðû: íà
ýêðàíå áûë òðåóãîëüíèê, ìû îòìåòèëè ñåðå-
äèíû âñåõ åãî ñòîðîí è, îñòàâèâ òîëüêî èõ,
óáðàëè ñ ýêðàíà òðåóãîëüíèê. Ïðåäëàãàåì
ó÷åíèêàì âîññòàíîâèòü òðåóãîëüíèê ïî òð¸ì
ñåðåäèíàì åãî ñòîðîí. Â òàê ïîäàííîé çàäà-
÷å íà ïîñòðîåíèå íå âñòà¸ò âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè ôèãóðû, èáî òðåóãîëüíèê áûë â
ñàìîì íà÷àëå! Åñòåñòâåííî, íå âñòà¸ò âîï-
ðîñ è î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

5) Çàäà÷è íà ìàêñèìèí. Ðàçáèðàëàñü òà-
êàÿ çàäà÷à: «Òîðò èìååò ôîðìó ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, èãðàþò Ìàëûø è Êàðëñîí.
Ìàëûø ñòàâèò ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó íà òîð-
òå, à Êàðëñîí äåëàåò ðàçðåç òîðòà òàê, ÷òî-
áû îòõâàòèòü ñåáå áîëüøèé êóñîê òîðòà.
Êàê Ìàëûø äîëæåí ïîñòàâèòü òî÷êó, ÷òî-
áû îáåñïå÷èòü ñåáå ìàêñèìàëüíî ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ âîçìîæíûé êóñîê?»

Òðàåêòîðèè â ïðÿìîóãîëüíîì áèëüÿðäå, èëè â
êðóãëîì, èëè â ýëëèïòè÷åñêîì, áûëè ïðåäìåòîì
ñåðü¸çíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
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6) Çíàêîìñòâî ñ ôðàêòàëàìè. Ìû çíà-
êîìèëè ó÷åíèêîâ ñ ïîñòðîåíèåì ñàëôåòêè
Ñåðïèíñêîãî è ñíåæèíêè Êîõà. Ïðåäëàãà-
ëîñü íàéòè ïëîùàäü è ïåðèìåòð ïîëó÷åííîé
ôèãóðû.

Ïîèñêè íîâûõ òèïîâ çàäà÷ ïðîäîëæàþò-
ñÿ. Â «ïðèöåëå» çàäà÷è íà óêëàäêó ïàðêåòà
èç ðàçíûõ ôèãóð, èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôè-
ãóð, íåòðàäèöèîííûõ â øêîëüíîì êóðñå (ïÿ-
òèóãîëüíèê Ðåéíõàðëòà) è ò. ä.

ÐÀÁÎÒÀ  Ñ  ÏÐÎÃÐÀÌÌÎÉ
GEOMETRY  EXPRESSIONS

Ìû ñ Ì.Ý. Äâîðêèíûì ðàáîòàëè ñ ïðî-
ãðàììîé Geometry Expressions. Ýòà ïðîãðàì-
ìà ðàáîòàåò â ñèìâîëüíîì ðåæèìå.

Íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå äàíû òðè ñòî-
ðîíû â îáùåì âèäå, òðåáóåòñÿ íàéòè äëè-
íó áèññåêòðèñû. Êîìïüþòåð âûäà¸ò âû-
ðàæåíèå òàêæå â îáùåì âèäå, íî íåïîíÿò-
íî, îòêóäà îíî âçÿëîñü. È òîãäà ó÷åíèêè, èñ-
ïîëüçóÿ ïðîãðàììó, èùóò íà ñîçäàííîì ðè-
ñóíêå äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, Îíè
çàïðîñèëè ïðîãðàììó, ÷åìó ðàâíÿþòñÿ äëè-
íû îòðåçêîâ, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà ðàç-
áèâàåò ñòîðîíó. Êîìïüþòåð âûäàë äëèíû
ýòèõ îòðåçêîâ îïÿòü æå â îáùåì âèäå, è,
ãëÿäÿ íà ïîëó÷åííûå äëèíû îòðåçêîâ, ìîæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî ýòè äëèíû îòíîñÿòñÿ òàê
æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû. Ýòî
áûë êëþ÷ ê òîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìó-
ëó äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû ïî òð¸ì ñòîðî-
íàì òðåóãîëüíèêà. Â èòîãå øêîëüíèêè ñ
çàäà÷åé ñïðàâèëèñü. Òî åñòü êîìïüþòåð â
ýòîé ïðîãðàììå ðàáîòàåò êàê èñòî÷íèê
ïîëó÷åíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè â îáùåì
âèäå. Òåì ñàìûì âîïðîñ î êîìïüþòåðíîì
äîêàçàòåëüñòâå ðåøàåòñÿ èíà÷å, íåæåëè â
ïðîãðàììå, êîòîðàÿ íå ðàáîòàåò â ñèì-
âîëüíîì ðåæèìå.
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Âîïðîñ, ãäå è êàê èñïîëüçîâàòü êîìïüþ-
òåð, òîæå ñóùåñòâåí. Êîìïüþòåð ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü íà óðîêå. Òîãäà èëè ìû ñ ïîìî-
ùüþ êîìïüþòåðà ïîääåðæèâàåì òåêóùèé
ìàòåðèàë, èëè ìû âåä¸ì êàêóþ-òî ïàðàëëåëü-
íóþ ðàáîòó (íàïðèìåð, ïðè ïîâòîðåíèè), èëè
åñëè ìû èùåì ñâÿçè ìàòåðèàëà, êîòîðûé ìû
ïðîõîäèì ñåé÷àñ, ñ òåì ìàòåðèàëîì, êîòîðûé
áûë ðàíüøå, èëè çàíèìàåìñÿ ìàòåðèàëîì,
êîòîðûé â äàííûé ìîìåíò íå ïðîõîäèòñÿ â
øêîëå. Íàïðèìåð, â 8 êëàññå, çíàêîìÿ ó÷å-
íèêîâ ñ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè ôèãóðû, ìû
ïîäâîäèëè èõ ê ïîíÿòèþ ãðóïïû ñèììåòðèé.
È ìû çíàêîìèëè øêîëüíèêîâ, êàê áûëî ñêà-
çàíî, ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëüþ, ñ ôðàê-
òàëàìè.

Êîìïüþòåð ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ôà-
êóëüòàòèâå, íàïðèìåð, ñåé÷àñ â íàøåé øêî-
ëå èä¸ò ñîâåðøåííî çàìå÷àòåëüíûé ôàêóëü-
òàòèâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ «Ýñòåòè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ». Íà ýòîì ôàêóëüòàòèâå, êîòîðûé
âåä¸ò Ð.Ð. Ïèìåíîâ, ãëàâíàÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ
èçó÷àåòñÿ, � ýòî îêðóæíîñòü. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ èíâåðñèÿ îêðóæíîñòè è êîìïîçèöèÿ èí-
âåðñèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ óäèâèòåëüíûå
ôèãóðû.

Åñëè ãîâîðèòü î ïåäàãîãè÷åñêîé «êóõíå»,
òî ó÷åíèêè ïðåäñòàâëÿþò ñâîè ðåøåíèÿ â
âèäå word-ôàéëà, ñîïðîâîæäàÿ åãî ðèñóíêà-
ìè, âçÿòûìè èç ïðîãðàììû. Âèäíî, ñêîëüêî
óñåðäèÿ îíè ïðîÿâëÿþò, ÷òîáû ðåøèòü çà-
äà÷ó è îôîðìèòü å¸ â íàäëåæàùåì âèäå,
ñêîëüêî íàáëþäàòåëüíîñòè îíè ïîðîé ïðî-
ÿâëÿþò. Íàïðèìåð, â îäíîé èç ðàáîò î òî÷-
êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îäíà ìîÿ ó÷åíèöà çàìåòè-
ëà ìàëüòèéñêèé êðåñò, êîòîðûé ìíå â ãîëî-
âó íå ïðèõîäèë.

Ðàáîòà ñ êîìïüþòåðîì îòêðûâàåò íîâûå
èíòåðåñíûå âîçìîæíîñòè äëÿ òâîð÷åñòâà êàê
øêîëüíèêó, òàê è ó÷èòåëþ.

Ðûæèê Âàëåðèé Èäåëüåâè÷,
êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê,
çàñëóæåííûé ó÷èòåëü ÐÔ,
ó÷èòåëü Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ëèöåÿ «Ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà».


